CAPITULO

2

Métodos de solucion de ED de primer orden

2.6 Ecuaciones diferenciales exactas

Antes de abordar este tema, sugerimos al lector revise la tltima secciéon de este capitulo, la cual trata sobre
algunos conocimientos bdsicos y necesarios del calculo de varias variables. Ahi se define la diferencial
exacta o total de una funcién de dos variables f(x, y) de la siguiente manera:

f f

df = 5o dv+ 50

dy.
Comenzamos entonces con una definicién bésica.

e Una expresién M(x, y)dx + N(x, y) dy = 0 es una ecuacién diferencial exacta si cumple alguna de las
siguientes condiciones equivalentes:

1. M(x,y)dx + N(x,y)dy es la diferencial exacta de una funcién f.

2. Existe una funcién f(x, y) tal que df = % dx + % dy = M(x,y)dx + N(x,y)dy.
. . af af
3. Existe una funcién f(x, y) tal que Pl M(x,y) & @ = N(x, y).

e Si M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es una ecuacién diferencial exacta, entonces se puede expresar como
df(x,y) = 0, para alguna funcién f(x, y), por lo que

df(x’y):() < f(an)ZC,

donde C es una constante arbitraria.
Diremos entonces que f(x,y) = C, con C € R, es la soluciéon general del la ecuacién diferencial
exacta M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Ejemplo 2.6.1 Mostrar que la ED (3x% — y)dx + (3y? — x)dy = 0 es exacta y que tiene por solucién general
P —xy+y?=C.
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Y En efecto,

fen=r-xyt+y s Loy e Vo132
0x dy
Luego entonces:
af = Lax+ Lay = 33> yyax + 3> — vy dy.
0x ay

Por lo que:
(3x% — y)dx + (3y* — x) dy = 0 es una ecuacién diferencial exacta.

Su solucién general es f(x, y) = C. Esto es:
—xy+yi=cC.
O

Ejemplo 2.6.2 Mostrar que la ED (seny + y senx) dx + (x cos y—cos x) dy = 0 es exacta y que tiene por solucién
general xseny — ycosx = C.

Y En efecto,

0 0
f(x,y) =xseny —ycosx = % =seny+ysenx&% = XCOSy — COSX.

Luego entonces:

df = g—fdx+ g—fdy = (seny + ysenx)dx + (x cosy —cosx)dy = 0 es una ED exacta.
X y

Su solucién general es f(x, y) = C. Estoes:
xseny —ycosx =C.
O
En los dos ejemplos anteriores, si se conocen la ED y la solucién general f(x,y) = C. La ED conocida es

la ecuacién diferencial exacta df (x, y) = 0. Sin embargo, usualmente no sucede asi. Generalmente, sélo
tenemos la ED y buscamos su solucién. Por lo tanto:

1. ¢Qué hacer cuando no se conoce la funcién f(x, y), solucién de la ecuacién diferencial?
2. ¢Cémo identificar si una ecuacién en su forma diferencial es exacta?

3. Y una vez identificada, ;como calcular o determinar la funcién f(x, y), solucién de la ecuaciéon
diferencial?

Las respuestas a estas preguntas se ven a continuacion:

. oM oN . . .
Teorema 2.1 Si M(x,y), N(x, ), T & — son funciones continuas en una region rectangular
y

ox

R:{(x,y)eIR2

a<x<b&oc<y<,3},

entonces:

M N
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta si y solo si 33— = %—,
y X

en cada punto (x,y) € R.
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Lo anterior es equivalente a este otro teorema:

oM oN . . .
Teorema 2.2 Si M(x,y), N(x, y), T & 3 son funciones continuas en una regién rectangular
X

R:{(x,y)eIR2

a<x<b&c<y<d},
entonces existe f(x, y) tal que

oM  ON
% =M@x.y) & oy N(x, y) siysolosi T =
en cada punto (x, y) € R.

Vamos a dar un esbozo de la demostracién de este teorema.
\{

0 oM ON
=) Siexiste f(x,y) tal que % =M(x,y) & —f = N(x, y), entonces — = —.
ax ay ay ax

En efecto

a 0 9 (afy_ 0 .
E_M(x,y) = EM(x,y)— 5(5) = Efx—fxy.
af

_ 4 _O(N_0
g_N(xvy) = BXN(x’y)_ ax(ay)_ axfy_fyx‘

Pero fx, = fyx, por las condiciones de continuidad de la hipétesis del teorema. Por lo tanto:

También

oM 9N
dy  ox’
Esta igualdad es la que nos permite identificar a una ED exacta.
oM ON 0 i)
<) Si—— = ——, entonces existe f(x, y) tal que —f =M(x,y) & —f = N(x, y).
ay 0x 0x ay
V¥ Para demostrar la existencia de la funcién f(x, y), debemos construirla de tal manera que cumpla
0 0
con las condiciones % =M(x,y) & % = N(x, y).

. .., 0
Partiendo de la primera condicién

i M(x, y) e integrando con respecto a x:
af X X
P dx = / M(x,y)dx = f(x,y) = / M(x,y)dx = P(x,y) + h(y), (2.1)

donde —P(x,y) = M(x,y) &h(y) es la constante de integracién, que en este caso debe ser una
X
funcién tnicamente de y.

Derivando respecto a y esta funcién f(x, y):

g_f = L PGey) + )] = Py(r.y) + ).
y 0y

0
Al utilizar la segunda condicién B_f = N(x,y):

f

3y =N(x,y) & Py(x,y)+h'(y) =N(x,y) & h'(y) = N(x,y) — Py(x,y).
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de donde, integrando con respecto a y:

y
h(y)=/ [N(x,y) = Py(x,y)] dy.

Finalmente sustituimos (y) en (2.1), con lo que obtenemos

¥y
f(x’y):P(xvy)+/ [N(x,y)—Py(x,y)] dy

que es la funcién buscada. El desarrollo anterior es precisamente el procedimiento que debemos
seguir para la obtencién de la funcién f(x, y).

O
Comentarios a la demostracién:

1. Para la obtencién de /(y), integramos con respecto a y la expresiéon de h’'(y):

h'(y) = N(x.y) = Py(x, y).
Al efectuar la integracién supusimos que /'(y) sélo depende de y. Comprobemos que esto, en efecto,

es cierto. Vamos a verificar que no depende de x demostrando que a—h "(y) =0.
x

) Estamos considerando que
h'(y) = N(x,y) = Py(x,y) =

a X a X _ X a .
—Ne - g [ M= | g [ dwndx = [ ot

* 0
:N(x,y)—/ gM(x,y)dxz ¥ que

:N,)—XM,)d. a [*
(e / y(y)dx 5/ (x. ) dx = p(x. ).

/

Derivamos con respecto a x:

J 0 o
) = o NG = [y a] =
0 a [*
= —N —_ M - Nx ) - M ) = V.
o V. ) ax/ y(x,y)dx = Nx(x,y) = My(x,y) =0
M N
Ya que, por hipétesis: %—y = %—x

0
2. Parala obtencion de la funcién f(x, y) pudimos haber partido de la segunda condicién a—f = N(x,y),
y

para luego llevar a cabo un desarrollo analogo al realizado:

a. Integrar N(x, y) con respecto a y para tener f(x, y).

0
b. Derivar el resultado del paso anterior con respecto a x para tener a—f
x

a
c. Utilizar la primera condicién % = M(x,y).

d. Despejar h’(x) de la ecuacion anterior.

e. Integrar respecto a x para obtener /(x).
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f. Sustituir h(x) en f(x, y) para asi tener la funcién buscada.
Ejemplo 2.6.3 Resolver laED (3x% — y)dx + (3y?> — x)dy = 0.
Y Primero verificamos que la ED sea exacta:
Bx2=y)dx + (3> —x)dy =0 => M =3x>—y &N =3y> —x =
=M, =—1&N,=—-1 =
= M, = Ny = laecuacién diferencial es exacta =
= existe una funcién f(x, y) talquedf = M dx + Ndy =

= existe una funcién f(x, y) tal que g—f dx + g—f dy=Mdx+ Ndy =
X y

= existe una funcién f(x, y) tal que g—f =M& g—f = N.
X y

. . . . 0 .
Luego la resolvemos, es decir, debemos determinar la funcién f(x, y). Partimos de B_f = M, e integramos
X
con respecto a x:

X

%dxz/ M dx :>f(x,y)=/ dez/ (3x2—y)dx=3(%3)—yx+h(y) =

= f(x,y) = x> —xy +h(y). (2.2)

Nuestro objetivo ahora es encontrar (y), para determinar totalmente a f(x, y). Derivamos la expresién
anterior con respecto a y:
0 0
o =[xy +h()]=0—x-14+h'(y) = —x+h'(y).
dy 0y
s o of
Utilizamos la condicién P N:
y
—x+h'(y) =3y* —x.
Despejamos //(y):
h'(y) =3y
Integrando con respecto a y:

h(y) = /3y2dy =2§(y73) +Cp =y*+Ci.

Sustituimos /(y) en (2.2) para obtener:
fx.y)=x3—xy+y3+Cy.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial exacta es

3 3

flx,y)=C, = x —xy+y3+C1=C2 = X —xy+y3=C.

Ejemplo 2.6.4 Resolver la ED (seny + ysenx)dx + (xcosy —cosx)dy = 0.
Y Primero verificamos que la ED sea exacta:

(seny + ysenx)dx+(xcosy —cosx)dy =0 = M =seny + ysenx & N =xcosy—cosx =

M, = cosy + senx

= Ny = cosy + senx

= M, = Ny = laEDesexacta =

0 0
= existe una funcién f(x, y) tal que —f =M& —f =

N.
ax ay
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Luego encontramos f(x, y). Partimos de % = N e integramos con respecto a y:
¥y af Yy ¥y ¥y
gdy = / Ndy = f(x,y)= / Ndy = / (xcosy —cosx)dy = xseny — (cosx)y + h(x) =
= f(x,y) =xseny — ycosx + h(x). (2.3)

Derivamos con respecto a x:

A = i[xseny —ycosx + h(x)] =seny — y(—senx) + h'(x).
dx  Jx

Utilizamos la condicién % = M para despejar 1/ (x):
seny — y(—senx)+ h'(x) =seny + ysenx = h'(x) =0.

Integrando:
h(x) = Cy.

Sustituimos /(x) en (2.3) para obtener:
f(x,y) =xseny — ycosx + Cj.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial exacta es

f(x,y)=C, = xseny —ycosx +C; =Cy; = xseny—ycosx = C.

O
Ejemplo 2.6.5 Resolver la ED (2¢?* sen3y + 3e?” sen3x)dx + (3¢%* cos 3y —2e?Y cos 3x) dy = 0.
¥ En estecaso:
M =2¢> sen3y + 3¢?’sen3x & N =3e?** cos3y —2¢? cos3x =
M, = 2e**(3cos 3y) + (3sen 3x)2e?” = 6e%* cos 3y + 6¢2” sen 3x Mo N
Ny = (3cos3y)2e>® —2¢2Y(—3sen3x) = 6e>* cos3y + 6e2” sen3x yoow
De lo anterior, la ED es exacta. Entonces existe una funcién f(x, y) tal que
0 0
ax ay
. af .
Partimos de Pl M e integramos con respecto a x:
X
X af X X X
E dx = / Mdx = f(x,y) = / Mdx = / (2¢®* sen3y + 3e¢? sen3x) dx =
X
= (sen3y)/e2x 2dx +e? /(sen3x) 3dx =
= (sen3y)e® + e?Y(—cos3x) + h(y) =
= f(x,y) = e*sen3y — e cos3x + h(y). (2.4)

Derivamos con respecto a y:

g_f = ¢ (cos 3y)3 — (cos 3x)2¢ + h'(y).
y
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Utilizamos la condicién % = N para despejar 1/(y):

3e2* cos3y —2e%” cos3x + h'(y) = 3e** cos3y —2e?Y cos3x = h'(y) = 0.

Integrando:
h(y) = C1.

Sustituimos /(y) en (2.4) para obtener:
f(x,y) = e**sen3y —e?’ cos3x + Cj.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial exacta es

f(x,y)=C, = e*sen3y —e?’ cos3x + C; = C, = e**sen3y —e? cos3x = C.

O
Ejemplo 2.6.6 Resolver la ED (ye* +2x —1)dx + (xe™ —2y +1)dy = 0.
¥V Verificamos que la ED sea exacta:
M=ye?” +2x -1 = M, =yEe?x)+eV(l)=e(xy+1)
= M, = Ny = laED esexacta.
N =xe® =2y+1 = Ny=x("y)+e(1) =eV(xy+1)
Entonces existe una funcién f(x, y) tal que
i) 0
ax ay
. af .
Partimos de Fol N e integramos con respecto a y:
y
Yy af y ¥y ¥y ¥y
B_dy:/ Ndy = f(x,y)z/ Ndyz/ (xexy—2y+1)dy=/ ex=2y+1)dy =
y
= f(x,y) = —y> +y + h(x). (2.5)

Derivamos con respecto a x:

) d
o _ —[e™ —y2 +y +h(x)] =7y +h'(x).
dx  dx
4 o O —
Utilizamos la condicién Pl M para despejar 1'(x):
x

ye +h'(x) = ye*? +2x—1 = h'(x) =2x— 1.

Integrando:
h(x) = /(Zx— 1)dx = x* —x + Cy.

Sustituimos /(x) en (2.5) para obtener:
fxy)=e? =y>+y+x>—x+Cu
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial exacta es

fx,y)=C = e =y 4+ y+x2—x+C1=C, = e =y +y+x2—x=C.
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Ejemplo 2.6.7 Determinar el valor de la constante k de modo que resulte exacta la siguiente ecuacién diferencial:
(kx%y +e”)dx + (x> + xe? — y)dy = 0.
YV Para esta ED se tiene que

M =kx*’y +e¥ = M, =kx*+e.
N=x3+xe’—y = Ny =3x2+¢".

La ecuacién diferencial es exacta si se cumple
My =Ny = kx> +e’ =3x>+¢” = kx> =3x* = k=3.

Por lo tanto la ecuacién diferencial es exacta cuando k = 3.

O
Ejemplo 2.6.8 Obtener alguna funcién M(x, y) de modo que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta:
M(x,y)dx + (x> + xe? —y)dy = 0.
¥ Partimos del conocimiento de la funcién N(x, y):
N=x>+xe"—y = N, =3x2+¢".
La ecuacién diferencial es exacta si cumple:
oM
My =Ny = — =3x>+¢”.
dy
Entonces, integrando esta tltima expresiéon con respecto a y:
Y oM Y ¥
a—dy = / Bx2+eM)dy = M(x,y) = / (Bx2 4+ e¥)dy = 3x%y + ¥ + h(x).
y
Donde /(x) es cualquier funcién de x, esto es, que no dependa de y.
M(x, y) podria ser, entre otras funciones:
M(x,y) = 3x%y + ¢ +arctan x; donde h(x) = arctan x.
M(x,y) =3x%y +e” + xInx; donde A(x) = xIn x.
M(x,y) =3x%y +e” +C; donde h(x) = C.
O

Ejemplo 2.6.9 Determinar alguna funciéon N(x, y) de modo que la siguiente ecuacién diferencial sea exacta:
(y? cos x —3x%y —2x)dx + N(x,y)dy = 0.

¥ Partimos del conocimiento de la funcién M(x, y):

M =y?cosx —3x%y —2x = M, =2y cosx — 3x2.

La ecuacién diferencial es exacta si cumple:
oN s
M, = Ny = o 2y cosx —3x~.

Entonces, integrando con respecto a x:

X N X X
%—xdxz/ (2ycosx —3x%)dx = N(x.y) =/ (2y cos x —3x%)dx = 2ysenx — x> + h(y).
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Donde /(y) es cualquier funcién de y, esto es, no depende de x.
N(x, y) podria ser, entre otras funciones, cualquiera de las siguientes:

N(x,y) =2ysenx —x> +1ny; donde h(y) =1Iny.
N(x.y) =2ysenx — x> — ye’: donde h(y) = —ye”.
N(x,y) =2ysenx — x>+ C; donde h(y) = C.

Ejemplo 2.6.10 Resolver el siguiente PV1I:
3y? + 2y sen2x = [ cos2x — 6xy — 4 y’, con y(0) =1
14+y2)" '
Y Primero obtenemos la solucién general de la ecuacién diferencial y luego aplicamos la condicién inicial:

4
2 l
2 2x = 2x — b6xy — ——
3y“ +2ysen2x (cos x —6xy 1+y2)y =

= 3y2 +2ysen2x = | cos2x — 6xy — 4 &y =
Y Y N Y 1+ y2 ) dx

4
= (3y? + 2y sen2x)dx — (COSZx —6xy — —) dy=0 =

= (3y? + 2y sen2x) dx + (6xy —cos2x + T y2) dy = 0.

Tenemos entonces:

M = 3y% + 2ysen2x = M, =6y + 2sen2x

= M, = Ny = laEDesexacta =

4
N=6xy—c052x+1— = Ny =6y + 2sen2x

+ y?
0 0
= existe una funcién f(x, y) tal que % =M & % = N.

0 .
Partimos de B_f = M e integramos con respecto a x:
x

A

o dxz/ Mdx = f(x,y)z/ dez/ (3y? + 2y sen2x) dx = 3y*x 4+ y(—cos2x) + h(y) =

= f(x,y) =3y%x + y(—cos2x) + h(y). (2.6)

Derivamos con respecto a y:

) 0
o = —[3y%x 4+ y(—cos2x) + h(y)] = 6xy — cos2x + h'(y).
dy  dy
1 L Of —
Utilizamos la condicién 3y = N para despejar 1'(y):
6xy —cos2x + h'(y) = 6xy — cos 2x + u = h'(y) = 4
Xy x y) = 6xy 5,2 N =1

Integrando:

4
h(y) = dy = 4arct C.
) /1+y2 y arctany + C;
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Sustituimos /(y) en (2.6) para obtener:
f(x,y) =3xy? — ycos2x + 4arctan y + Cj.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial exacta es

f(x,y) = Cy = 3xy? —ycos2x + 4arctany + C, = C, =
= 3xy? — ycos2x + 4arctany = C.

Finalmente se aplica la condicién inicial y(0) =1 = y =1&x =0:
N b4
3(0)12 — 1cos 0 + darctan1 = C = 0_1+4(Z) =C = C=n—1.
Por lo tanto la solucion del PVI es

3xy2—yc032x +4arctany =7 — 1.

O
Ejemplo 2.6.11 Resolverla ED ycosx + 2xe” + 1 + (senx + x2e? +2y —3)y’ = 0.
Y Setiene que
(y cosx + 2xe? + 1)dx + (senx + x2e” +2y —3)dy = 0. 2.7)
Entonces:
M = ycosx +2xe” +1 = M, = cosx + 2xe”

= M, = Ny, entonces (2.7) es una ED exacta.

N =senx + x%¢” +2y —3 = Ny = cosx + 2xe”

Por lo tanto, existe f(x, y) talque fx =M & f, = N.

Partiendo de
fx =M = ycosx +2xe” + 1.

Integrando con respecto a x:

/ fxdxz/ Mdx =

= f(x,y) = /dex = /x(ycosx+2xey + 1)dx = y/xcosxdx+2ey/xdx+/dx =
= f(x,y) = ysenx + x%e” + x + h(y). (2.8)
Derivando parcialmente con respecto a y:
fy =senx + x%e? + h'(y).
Utilizando la condicién f, = N para despejar h'(y):
y = N =senx + x%e? + 2y — 3,

hallamos que
senx + x%e” + h'(y) = senx + x%e” +2y —3 = h'(y) =2y — 3.

Integrando:
h(y) = y* =3y + C1.

Sustituyendo i(y) en (2.8), obtenemos:

fx,y) = ysenx + x%e” + x + y* -3y + Cy.
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Entonces la solucion general de la ED dada es

f(x,y)=Cy = ysenx +x%e¥ +x+)* -3y +C,=C, =
= ysenx + x%e” + x4+ y> =3y = C.

O
Ejemplo 2.6.12 Resolver el PVI (2xy + 2y%e?* —senx)dx + (x2 + 2ye?* +Iny)dy = 0, con y(0) = 1.
¥V Setiene:
M =2xy +2y%e* —senx = M, =2x + 4ye**
) ) 2x( = My = Ny; entonces la ED es exacta.
N =x"+2ye”* +Iny = Ny =2x + 4ye™™
Por lo tanto existe f(x,y), talque fx =M & f, = N.
Partiendo de
fy =N =x*+2ye* +Iny.
Integrando con respecto a y:
y y
/ Jydy = / Ndy =
y y
= f(x,y) =/ Ndy = / (x2 +2ye* +1Iny)dy =x2/ dy+2€2x/ydy+/lnydy =
= f(x,y) =x%y +y%e* + yIny — y + h(x). (2.9)

Derivando parcialmente con respecto a x:
fre = 2xy +2y%e? + 1/ (x).
Utilizando la condicién fy = M, para despejar /'(x):

2xy +2y%e®* + h'(x) = 2xy +2y%e** —senx =
= h'(x) = —senx = h(x) = cosx + Cj.
Sustituyendo i(x) en (2.9), se obtiene:

fx,y) =x%y +y*e* + yIny —y +cosx + C,

entonces la solucién general de la ED es

f(x,y) =Cy = x%y +y*e* +ylny—y+cosx+C, =C, =

=x2y 4+ y2e** + ylny —y + cosx = C.

Considerando la condicién inicial y(0) =1 = x = 0& y = 1, se obtiene:
02-1+1%2°+1In(1) =14+ cos(0) =C = 04+14+0—-1+1=C = C =1.
Por lo tanto, la solucién del PVI es

x2y +y%e** + ylny —y + cosx = 1.
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d b
Ejemplo 2.6.13 Resolver la ED & _ —m, con a,b & ¢ constantes.
dx bx +cy

v

dy  ax+by

A = - by)d
I bx tcy = (bx +cy)dy (ax + by)dx =

= (ax + by)dx + (bx +cy)dy = 0.

Se tiene que
M=ax+by = M,=5b

N =bx+cy = Nxzb} = M, = Ny = laED esexacta.

Entonces existe f(x, y) tal que fx = M & f, = N. De fx = M se obtiene al integrar:

X X 2
f(x.y)z/ dez/ (ax+by)dx=ax7+byx+h(y).

Derivando parcialmente con respecto a y:

fy =bx+h'(y).

Utilizando la condicién f, = N para despejar h'(y):
2
bx+h'(y)=bx+cy = h'(y) =cy = h(y) = cy? + K;.
Sustituyendo i (y) en (2.10):
1 1
flx,y) = Eax2 + bxy + Ecy2 + K.

Entonces la solucién general de la ecuacion diferencial es

1 1
Eax2 +bxy + Ecy2 + K=K, = ax*>+ 2bxy + cy2 +2K; =2K; =

= ax?+2bxy +cy? = K.

Ejemplo 2.6.14 Resolver la ED (e*seny —2ysenx)dx + (¢e*cosy +2cosx)dy = 0.

YV Se tiene:

M =e*seny —2ysenx = M, =e*cosy—2senx
5 yoy y 5 Y = M, = Ny = laED esexacta.
N =e*cosy + 2cosx = Ny =e"cosy —2senx

(2.10)

Entonces existe f(x, y) tal que fx = M & f, = N.De f;, = N, se obtiene al integrar con respecto a y:

fx,y) = /y Ndy = /y(excosy +2cosx)dy =e*seny + 2ycosx + h(x) =
= f(x,y)=e"seny + 2ycosx + h(x).
Derivando parcialmente con respecto a x:
fx =e*seny —2ysenx + h'(x).
Utilizando f; = M para despejar /' (x):

e*seny —2ysenx +h'(x) =e*seny —2ysenx = h'(x) =0 = h(x) = C;.

(2.11)
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Sustituyendo i(x) en (2.11), se obtiene:
f(x,y) =e"seny +2ycosx + Cj.
Por lo tanto la solucién general es

flx,y) =C, = e seny +2ycosx+C; =C, =
=e*seny + 2ycosx =C.

O
Ejemplo 2.6.15 Resolver la ED (ye*” cos2x —2e™” sen2x + 2x) dx + (xe*” cos2x —3)dy = 0.
¥V Se tiene:
M = ye™ cos2x —2esen2x +2x = M, = (yxe*” + ™) cos2x —2xe™ sen2x
N = xe* cos2x — 3 = Ny = (xye™ + e™)cos2x —2xe*” sen2x
= M, = Ny = laED esexacta.
Entonces existe f(x, y) tal que fx = M & f, = N. Integrando con respecto a y la tltima igualdad:
¥y ¥y ¥y
fx,y) = / Ndy = / (xe™ cos2x —3)dy = cost/ e xdy —3/ dy =
= f(x,y) = e cos2x — 3y + h(x). (2.12)
Derivando con respecto a x e igualando a M:
fe = —2¢"sen2x + ye™ cos2x + h'(x) = ye™ cos2x —2¢*” sen2x + 2x.
Entonces, despejando //(x) e integrando:
h'(x) = 2x = h(x) = x> + Cy.
Sustituyendo (x) en (2.12):
f(x,y) = e cos2x —3y + x2 + Cy.
Por lo tanto, la solucién general de la ED es
f(x,y) =Cy = e cos2x —3y +x? =C.
O

Ejercicios 2.6.1 Ecuaciones diferenciales exactas. Soluciones en la pagina 15
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales exactas:

1. (3x2 +2xy? —2x)dx + (3y? + 2x%2y —2y)dy = 0.
2. 2xy —e?)dx + (x? + xe? —y)dy = 0.

1
3. (ysenx+seny + l) dx + (xcosy—cosx+ ;) dy = 0.
x

(@x3y +y3 —2x)dx + (x* + 3xy% = 3y?) dy = 0.
(y cosx +2xe? —x)dx + (y +senx + x2e?)dy = 0.

(e*seny 4+ 2ysenx —2x)dx + (e* cosy —2cosx + 2y)dy = 0.

N o g e

(4x3 + dxy — 1) dx = (1 —2x2 —2y) dy.



14 Ecuaciones diferenciales ordinarias

8. (Inx+y)dx + (xInx —e¥)dy =0.
9. [ysec?(xy) + senx]dx + [xsec?(xy) + seny]dy = 0.
! X\ Y y 1 yy X x 1
“sen(2) = Lcos (L) 1] dx+ |~ cos (L) = Ssen( )+ — | dy =o.
[ysen(y) xzcos(x)+] x+[xcos(x) yzsen(y)+y2] y

y X _ y
s (ye +x2+y2)y'—m‘xex'

2 2
12. (ysen2x —2y +2y2e™ ) dx — (Zx —sen?x — 4xye*” ) dy = 0.

1

©

13. 2xy —e¥)dx + (x2 —kxe® —3y2)dy = 0.

Resolver los siguientes PV1I:
14. (y*cosx —3x%y —2x)dx + (2ysenx — x> +Iny)dy =0, con y(0) =e.
15. (y +xe* +2)dx 4+ (x +e¥)dy =0, cony(l) =0.

16. (¢” senx + tany) dx — (e? cos x — xsec?y)dy =0, con y(0) = 0.

17. Xty dx + (y +arctanx)dy =0, con y(0) = 1.
1+ x2

18. Determinar los valores de las constantes A y B que hacen exacta a la ecuacién diferencial
(y® — y?senx —2x)dx + (Axy? + By cosx —3y?) dy = 0.
19. Obtener una funcién M(x, y) de modo tal que sea exacta la ecuacién diferencial
M(x,y)dx + (e*cosy +2cosy)dy = 0.

20. Obtener una funcién N(x, y) de modo tal que sea exacta la ecuacién diferencial

2 .2
N(x,y)dy + (x Y —Zx) dx = 0.
x2y

2
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Ejercicios 2.6.1 Ecuaciones diferenciales exactas. Pigina 13

x3+x2y2—x2—y2+y3 —C.
. La ED no es exacta.

x4ty +xy3 —y3—x2=0cC.
y2 4+ 2ysenx 4 2x%2e¥ —x2 = C.

x*+2x?y—x—y+y?=C.
(xInx)y —e? =C.
tan(xy) —cosx —cosy = C.

© 0N oW N e

X y 1
10. —cos<—) +sen<—) ——4+x=C.
y X

y
X

11. arctan(;) —xe* +e¥ +e¥ —ye?¥ =C.

. —ycosx +xseny +Inx+Iny =_C.

e*seny —2ycosx —x2 4+ y%2 =C.

12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

1
—3Y cos(2x) — 2xy +2e%% % =C.

La ED sera exacta, si k = 3.

x2y —xe¥ —y3 =C.

yZsenx + ylny = x3y + x2 + y.

xy +e¥ + xe* —e* +2x =3.

eYcosx —xtany = 1.

y2 + 2yarctanx + In(1 + x2) = 1.
Paraquela EDseaexactad =3y B =2.
M(x,y) = e*seny + k(x).

2 2
yr—x
N(x,y) = e + k().




